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Abstract.Let ω = dH be a hamiltonian 1-form in the real plane, of degre d. In
[K][V], Khovanski and Varchenko proved that for any algebraic unfolding ων of ω,
of degre d′, with non-vanishing Abelian integrals along real cycles of ω, the number
of limit cycles of ων , which born from regular real cycles of ω,is bounded by some
function of the degres d and d′. In this paper, we extend this result to singular
real cycles (polycycles), assuming that H is a Morse function on C2. We deduce in
particular the following result: if d = d′ and H generic at infinity, then the number
of limit cycles of ων in the real plane, is bounded by a function of the degre d.
Introduction.
Soit H : R2 → R un polynoˆme de degre´ d + 1, dont les points critiques de
son complexifi sont de Morse (les valeurs critiques correspondantes ne sont pas
force´ment distinctes deux a` deux). Soit Hd+1 le bloc homoge`ne de degre´ d+1 dans
H . On suppose que
(∗) Hd+1 est un produit de facteurs C-line´aires, deux a` deux distincts.
Soit ν = (ǫ, v) ∈ R(d+1)(d+2) et soit ων = dH+ ǫηv un de´ploiement alge´brique de
degre´ d. Soit (Ci) la famille des couronnes de cycles re´els de la fibration H et soit
Ii(η0) l’inte´grale de la 1-forme η0 le long des cycles de la couronne Ci. On suppose
que
(∗∗) Ii(η0) 6≡ 0 pour tout i.
1
2Le but de ce travail est d’e´tablir le re´sultat suivant
The´ore`me. Il existe un entier N(d) ne de´pendant que du degre´ d tel que, pour
ν suffisament petit, la 1-forme ων a au plus N(d) cycles limites (compte´s avec
multiplicite´) dans le plan re´el.
Le nombre de ces couronnes Ci est majore´ par une fonction du degre´ (< 4d2).
Le the´ore`me se de´duit donc de la
Proposition. Il existe un entier n(d) tel que pour toute couronne C de cycles re´els
de H, il existe un voisinage VH,η0 de C dans le disque de Poincare´ tel que, pour ν
suffisament petit, ων posse`de au plus n(d) cycles limites (compte´s avec multiplicite´)
dans VH,η0 .
Soit {δ(t); t ∈]t1, t2[} la famille des cycles re´els constituant C, le cycle δ(t) est
une composante connexe de la fibre re´elle {H = t}; et les re´els tj sont des valeurs
critiques de H (si 6=∞). Soit I(t) = Iδ(t)(η0) l’nte´grale abe´lienne de η0 sur le cycle
δ(t). Dans [K][V], Khovanski et Varchenko ont montre´ que le nombre et la multi-
plicite´ de ze´ros de l’inte´grale I sur l’intervalle ]t1, t2[, sont majore´ par une fonction
du degre´ n1(d). Donc, par le classique lemme de perturbation [AL], le nombre et la
multiplicite´ des cycles limites de ων qui naissent a` partir des cycles δ, sont majore´s
par n1(d). Le bord de la couronne C dans le disque de Poincare´ est l’union de deux
composantes connexes. Par l’hypothse (∗), chacune de ces composantes est, ou bien
un cycle singulier Γk, a` k singularite´s (auquel cas Γk ⊂ {H = tj}), ou bien un cycle
re´gulier Γ0 sur l’e´quateur (auquel cas tj = ∞). Si tj 6= ∞, il est connu (cf. [AV]
par exemple), que l’inte´grale Ablienne I admet un de´veloppement asymptotique
logarithmique au voisinage de tj : I(t) =
∑
n,m≤n an,m(t − tj)
n(log(t − tj))m. On
appelle multiplicite´ alge´brique de I en tj, et on la note ma(I, tj) le plus petit
entier n tel que an,m 6= 0 pour un certain m. Elle coincide avec la multiplicite´
classique si I est analytique au voisinage de tj . Si tj =∞, on montre dans le 2, que
la fonction J(τ) = τd+2I(τ−(d+1)) est analytique au voisinage de 0. Dans ce cas,
on note ma(I,∞) = ma(J, 0). La proposition est alors une conse´quence des deux
lemmes suivants
Lemme 1. Il existe un entier M(d) tel que pour tout t ∈ [t1, t2], ma(I, t) ≤M(d).
Lemme 2. Il existe un entier n2(d,ma(I, tj)) et un voisinage VH,η0 de Γk dans le
disque de Poincare´ tels que, pour ν suffisament petit, ων a au plus n2 cycles limites
(compte´s avec multiplicite´) dans VH,η0 .
La rfrence la plus gnrale sur les rsultats concernant les intgrales Abliennes est [R].
Dans [G3], Gavrilov montre un rsultat globale (du type du thorme ci-dessus), dans
le cas d = 3, et sans l’hypothse (∗∗). Dans ce cas, la monodromie de la fibration H
est transitive, et les seuls cycles singuliers rencontrs sont du type Γ1. La preuve de
[G3] s’appuie sur un thorme de Roussarie [Ro], qui est un cas particulier du thorme
principal 2.1 ci-dessous. Ce thorme est bas sur le thorme IVB1 de [Mo]. Une
gnralisation de la situation dans [G3], est la suivante: on suppose que la fibration
de Morse H satisfait l’hypothse (∗), et qu’elle est de monodromie transitive (le
groupe fondamental de C \ {les valeurs critiques de H} agit transitivement sur le
3groupe d’homologie de la fibre gnrique de H). Dans ce cas, on peut montrer un
thorme global (o le voisinage ne dpend que de H), en utilisant les rsultats de [B],
et le thorme 2.1. Dans le cas gnral (monodromie non transitive), il est raisonnable
d’tudier d’abord les dploiements de couronnes de cycles rguliers, dans l’esprit des
derniers travaux de Gavrilov ([G4]...). La jonction vers les cycles singuliers se fera
via le thorme IVC1 de [Mo].
1. De´monstration du lemme 1.
Soit H : C2 → C une fonction polynomiale de degre´ d+1 dont les points critiques
(mi,j)j=1,... ,p i=1,... ,ℓj sur C
2 sont de Morse et qui satisfait a` l’hypothe`se (∗) (donc
par le the´ore`me de Bezout
∑
j=1,... ,p ℓj = d
2). Notons T = {t1, . . . , tp} l’ensemble
des valeurs critiques. Soit Vt = H
−1(t) et V t ⊂ CP
2 sa clture projective. Elle
coupe transversalement la ligne a` l’infini CP 1 en d + 1 points inde´pendants de t.
Pour t ∈ C \ T , la fibre re´gulie`re Vt est d’homologie e´vanescente et borne´e de
dimension d2 sur Z ([AV], [I1], [I2],). Pour j ∈ {1, . . . , p}, soit γj ⊂ C un petit
lacet autour de la valeur critique tj et hj : H1(Vt,Z) → H1(Vt,Z) l’ope´rateur de
monodromie ”classique” correspondant (t ∈ γj). C’est un produit d’ope´rateurs de
monodromie de Picard-Lefschetz ([AV], [G1], [G2]): en effet, soit Hλ : C
2 → C
une famille a` un parame`tre λ ∈ C de fonctions polynomiales de degre´ d + 1 telle
que H0 = H et pour λ 6= 0 suffisament petit, les valeurs critiques (ti,j(λ)) de Hλ
soient distinctes deux a` deux. Or, pour t ∈ γj , les fibres Vt et Vλ,t = H
−1
λ (t) sont
isomorphes, et l’ope´rateur de monodromie de Hλ correspondant au lacet γj est le
produit des ope´rateurs de monodromie de Picard-Lefschetz hi,j associe´s aux valeurs
critiques ti,j . Soit ∆i,j ∈ H1(Vt,Z) le cycle e´vanescent au point critique mi,j et
c ∈ H1(Vt,Z). Un calcul direct donne
(1) hj(c) = c+
ℓj∑
i=1
ai(c)∆i,j
les entiers ai(c) ∈ Z de´pendent des indices d’intersection des cycles c et ∆i,j .
A la fibration globale de Milnor H au dessus de C \ T , on associe la fibration
homologique globale de Milnor E de meˆme base et dont les fibres Et sont les espaces
homologiques H1(Vt,C). Soit η une 1-forme alge´brique complexe sur C
2 de degre´≤
d. Si δ est une section locale constante de E, on note Iδ(t) l’inte´grale Abe´lienne de
η sur le cycle δ(t) ⊂ Vt. Il est connu ([AV]) que chaque branche de Iδ est analytique
au voisinage de chaque point de C \ T . L’homologie de H e´tant borne´e, on a pour
tout j ∈ {1, . . . , p}
(2) Iδ(t) = O(1)
sur le germe de tout secteur Sj base´ au point tj . Et, d’apre`s [Ma], [Y], on a
(3) Iδ(t) = O(t)
sur le germe de tout secteur S∞ base´ au point ∞ ∈ CP 1. Dans [Y], on trouve
aussi une estimation moins fine, mais tablie dans le cas ge´ne´ral ou` H ne satisfait
4pas a` l’hypothe`se (∗). Sa preuve est base´e sur des notions e´le´mentaires de the´orie
de l’e´limination pour la localisation des points de ramification associe´s aux courbes
alge´briques affines Vt.
La ramification de Iδ au point tj s’obtient graˆce a` la monodromie hj donne´e par
(1): par la de´finition des cycles e´vanescents ∆i,j aux points critiques de Morsemi,j ,
les inte´grales I∆i,j sont analytiques aux voisinages de tj et tendent vers 0 quand t
tend vers tj ([AV]). Soit
Jδ(t) =
1
2iπ
(
∑
i=1,... ,ℓj
ai(δ)I∆i,j (t)) log(t− tj)
en appliquant la monodromie hj au cycle δ(t), on obtient que la fonction
(4) fδ(t) = Iδ(t)− Jδ(t)
est uniforme sur un voisinage pointe´ de tj, et par (2) elle est analytique au voisinage
de tj .
Soit {δ1, . . . , δd2} une base de sections locales constantes de E et soit W (t) la
matrice wronskienne des inte´grales Iδj (t) de rang ℓ. Soit w(t) un wronskien d’ordre
ℓ non identiquement nul. Par une de´marche classique utilisant (2), (3) et (4) (cf.
[I1], [I2], [I3], [Ma], [Y]), w est une fonction rationnelle dont les poˆles appartiennent
a` T et dont les degre´s du nume´rateur et du de´nominateur sont majore´s par une
fonction du degre´ d. Ainsi, si δ est une section locale constante de E telle que
Iδ 6≡ 0, la multiplicite´ alge´brique ma(Iδ, t) en tout point t ∈ C, est majore´e par
une fonction du degre´ d. Soit M le plus grand des entiers m tels que la fonction
tm−1Iδ(t) soit borne´e sur un certain secteur S∞. Le meˆme type de raisonnement
applique´ a` w(t) montre queM est majore´e par une fonction du degre´ d, et ceci finit
la preuve du lemme. 
2. De´monstration du lemme 2.
Soient X0 et Xν les champs de vecteurs de R
2 associe´s aux 1-formes dH et ων .
Commenc¸ons la preuve dans le cas d’un cycle re´gulier a` l’infini. Soit C = {δ(t); t ∈
]t1,+∞[} une couronne de cycles re´els δ(t) de H . Soit X0 et Xν les prolongements
des champs X0 et Xν sur CP
2. Le champ X0 a un cycle re´gulier Γ0 = RP
1 ⊂ CP 1
qui ne porte pas de l’holonomie. Soit (u = 1/x, v = y/x) une carte sur CP 1 ⊂ CP 2
et σ le germe en 0 de la transversale {v = 0}. Le champ Xν e´tant de degre´ d, son
prolongement Xν admet une application de retour p1,ν sur σ qui est analytique
dans les coordonne´es (u, ν)
(5) p1,ν(u) = u+ ǫ(K(u) +O(ν))
D’un autre coˆte´, conside´rons la coordonne´e re´elle τ = t−1/(d+1) sur la semi-transver-
sale σ+ = R+∗ ∩ σ. L’application de retour p2,ν sur σ+ s’obtient en inte´grant la
1-forme d(H−1/(d+1)) le long des orbites du champ Xν . Un calcul direct donne
(6) p2,ν(τ) = τ + ǫ(τ
d+2I(τ−(d+1)) +O(ν))
5ou` I(t) = Iδ(t)(η0) est l’inte´grale de la 1-forme η0 le long du cycle δ(t). Main-
tenant, la relation τ−(d+1) = H(1/u, 0) et l’hypothe`se (∗) montrent qu’il existe un
diffe´omorphisme g analytique en 0 tel que τ = g(u). Par conse´quent, en conjuguant
(5) a` (6) par g, on obtient que la fonction J(τ) = τd+2I(τ−(d+1)) est analytique en
0, et ceci conclut la preuve dans ce cas.
Soit maintenant C = {δ(t); t ∈]0, t2[} une couronne de cycles re´els de H et
Γk = ∂C∩{H = 0} un cycle singulier a` k singularite´; il est compact d’aprs l’hypothse
(∗). S’il est re´duit a` un point (un centre), l’inte´grale Abe´lienne et l’application de
retour correspondantes sont analytiques en 0. La preuve est alors similaire a` celle
donne´e ci-dessus. Sinon, ses singularite´s sont des points de selle. Dans ce cas, la
preuve est base´e sur les ides ge´ne´rales de´veloppe´es dans le travail [Mo].
Dans [Mo], il est e´tabli que le nombre et la multiplicite´ des cycles limites de
ων proches de Γk, sont uniforme´ment majore´s (cf. thorme 0, [Mo]). Il s’agit
ici de montrer que ces majorants ne de´pendent que du degre´ d. On reprend les
notations de [Mo]. Soient (x1, . . . , xk) des coordonne´es analytiques ade´quates sur
des transversales σj a` Γk. Soit λj(ν) le germe qui dploie la j-imme connexion de
Γk. L’application de transition (ou application de Dulac) du j-ie`mme coin de Γk
pour la 1-forme ων , s’e´crit
xj+1 = dj(xj , ν)− λj(ν) avec dj(xj , ν) = x
rj
j (1 +Dj(xj , ν))
ou` le germe Dj est induit par un e´le´ment de l’alge`bre QRH
1,(1,d′=(d+1)(d+2)) (cf.
VA[Mo]), et ou` rj(ν) = 1 + µj(ν) est le nombre caracte´ristique de la j-ie`mme
singularite´ de Γk. Si on note gj = dj−xj+1 pour j = 1, . . . , k−1, et f = dk−x1−λk,
alors l’application de retour de ων sur la transversale σ1 (par exemple!) s’e´crit
(7) p1,ν(x1) = x1 + f|{g1=λ1,... ,gk−1=λk−1}
(cf. paragraphe IVC4, [Mo]). Dans la coordonne´e t sur σ1, cette application de
retour s’obtient en inte´grant la 1-forme dH le long des orbites de ων
(8) p2,ν(t) = t+ ǫ(I(t) +O(ν))
ou` I(t) est l’inte´grale Abe´lienne de η0 sur les cycles δ(t). D’aprs [AV], c’est un
e´le´ment de l’alge`bre convergente QRH1,0cvg (cf. IA[Mo]) . Cependant, le terme
O(ν) n’est pas uniforme dans la variable t au voisinage de 0. L’e´criture (7) de
l’application de retour est donc la plus adapte´e pour e´tudier le proble`me, et elle
s’interpre`te ge´ome´triquement de la fac¸on suivante: plac¸ons nous dans un voisinage
U de 0 dans (R+∗)k × Rd
′
de coordonne´es (x = (xj), ν), et dans lequel les germes
g = (gj)j=1,... ,k−1 et λ = (λj)j=1,... ,k−1 sont raliss. La forme
dν1 ∧ · · · ∧ dνd′ ∧ dg1 ∧ · · · ∧ dgk−1
ne s’annule pas sur U (en rduisant U si ncessaire). Soit χ la de´rivation sur (U, 0)
d’inte´grales premie`res ν1, . . . , νd′ , g1, . . . , gk−1, telle que χx1 =
∏
xj . Soit U0 =
{(x, ν) ∈ U ; g(x, ν) = λ(ν)}), c’est une sous-varit analytique de U , invariante par
6le flot de χ dans U . Le nombre de points fixes de l’application de retour p1,ν est
e´gale au nombre de composantes connexes de l’intersection de la fibre f|U0 = 0, et
de l’orbite de χ γν correspondante aux valeurs (ν, λ(ν)) des intgrales premires de
χ. La multiplicite´ de ces points fixes est majore´e par l’indice de noethe´rianite´ de
l’ide´al diffe´rentiel restriction Iχ,f |U0 .
Le cadre gnral de cette situation est le suivant (cf IVB, [Mo]): soient k, q1, q2 ∈ N
et soient (x, α = (µ, ν)) des coordonnes analytiques locales sur ((R+∗)k × Rq1 ×
Rq2 , 0). Soit un ouvert U ∈ ((R+∗)k×Rq1×Rq2 , 0) et soit χ une de´rivation d’Hilbert
ralise sur U (cf. IVA, [Mo]), de dimension de non trivialite´ k − 1, et d’inte´grales
premie`res non triviales g = (g1, . . . , gk−1).
Soient λ = (λ1, . . . , λk−1) les valeurs (coordonne´es) des inte´grales premie`res g et
soit γ l’orbite de χ dans U , qui adhre 0, et le long de laquelle toutes les inte´grales
premie`res de χ sont nulles. C’est une orbite principale de χ dans U (cf. IB, [Mo]).
On peut supposer, sans perte de gnralit, que U est le satur par le flot de χ (dans
U !) d’une transversale analytique γ, qu’on note σ et qu’on munit des coordonnes
analytiques (α, λ). Soit πχ : U → σ la projection intgrale (on note de la mme faon
son germe aux points 0 et σ ∩ γ).Soit W0 ⊂ σ un semi-analytique de R{α, λ}, qui
adhre 0, et soit U0 = π
−1
χ (W0).
Soit f ∈ QRHk,q ralis sur U , et soit Jχ,f,γ ⊂ R{α, λ} son ide´al χ-transverse le
long de γ, c’est la restriction de l’ide´al diffe´rentiel Iχ,f a` une transversale analytique
a` γ (cf. IB, [Mo]). On suppose que f satisfait a` l’hypothe`se (Hλ): il existe un entier
N tel que Jχ,f,γ ⊃MNλ par restriction a`W0. Soit N0 le plus petit de ces entiers N .
D’apre`s le the´ore`me IVB1 de [Mo], le degre´ de la projection πχ restreinte a` la fibre
nulle de f|U0 , est fini. De plus, l’ide´al diffe´rentiel Iχ,f est localement noethe´rien sur
U0. Notons ind(Iχ,f |U0) la borne supe´rieure de son indice de noethe´rianite´ sur un
voisinage choisi de 0 dans U0. Si ma = ma(χ, f)0 est la multiplicite´ alge´brique du
couple (χ, f) en 0 (voir ci-dessous), alors ce the´ore`me se pre´cise de la fac¸on suivante
Thorme principal 2.1. Il existe des fonctions universelles N(ma,N0, k, q1) et
L(ma,N0, k, q1) telles que
dπχ|Z(f)∩(U0,0) ≤ N et ind(Iχ,f |U0) ≤ L
Indiquons brie`vement comment on de´duit le lemme 2 du thorme 2.1 (cf. 2.2): soit
(χ, f) le couple d’Hilbert (voir ci-dessous) associe´ au de´ploiement ων au voisinage du
cycle singulier Γk. En conjuguant (7) a` (8), on montre que N0 = 1 et ma(χ, f)0 =
ma(I(t), 0). Par le the´ore`me de Bezout, les entiers k et q1 sont majore´s par une
fonction du degre´ d.
2.1. De´monstration du thorme 2.1.
(a). Multiplicite´ alge´brique ge´ne´ralise´e et son uniformite´.
Soit f ∈ QRH
1,q=(q1,q2+ℓ)
cvg (x, α = (µ, ν), u) et soit
χ = x
∂
∂x
−
ℓ∑
j=1
sj(µ)uj
∂
∂uj
7avec sj(0) = 1. L’orbite γ0 = {(α, u) = 0} est principale dans un ouvert U ∈
(R+∗ × R|q|, 0). On suppose que f est ralise sur U , continue sur U . Il est montre´
dans III[Mo] que f admet une multiplicite´ alge´brique ma(χ, f)0 relativement a` χ le
long de γ0: soient λ = (λ1, . . . , λℓ) les valeurs (coordonnes) des intgrales premires
Lj = x
sjuj. Si f =
∑
p∈Z gp est la se´rie de f en blocs χ-homoge`nes et si on
pose fn =
∑
p≤n gp, la suite des ide´aux χ-transverses (Jχ,fn,γ0)n≥n0 de R{α, λ}
est croissante, et son indice de stationnarite´ (inde´pendant de n0 ∈ Z− suffisament
grand en module) est la multiplicite´ alge´brique ma(χ, f)0. Or chaque orbite γm =
{(µ, u) = 0, ν = νm} ⊂ U est aussi principale dans un voisinage dans U , du point
m = (0, 0, νm, 0) du bord B1,0 = {(x, µ, u) = 0} ∩ U . Et, par le mme raisonnement
que ci-dessus, le germe fm admet aussi une multiplicite´ alge´brique ma(χm, fm)m
relativement a` χm le long de γm (en considrant les idaux χ-transverses dans l’anneau
R{µ, ν − νm, λ}). On note simplement ma(χ, f)m cette multiplicit. La multiplicite´
alge´brique positive associe est ma+(χ, f)m = max{ma(χ, f)m, 0}. Un re´sultat
basique pour la suite est le
Lemme 2.1.1. L’application m ∈ B1,0 7→ ma+(χ, f)m est semi-continue supe´-
rieurement.
Preuve. En m = 0 par exemple. Par la dfinition de l’idal χ-transverse le long
de γ0, la multiplicite´ alge´brique ma(χ, f)0 est majore´e par l’indice de stationnarite´
de la suite croissantes des ide´aux (Iχ,fn(0))n≥n0 dans l’anneau SB
1,|q|. Notons
ma+0 = ma
+(χ, f)0. Le germe fma+
0
a le mme idal χ-transverse que f et sa mul-
tiplicit algbrique positive est ma+0 . Donc, par le thorme principal IIIA1[Mo], on a
l’inclusion
Iχ,f
ma
+
0
(0) ⊃ (xma
+
0
+ǫ)π∗χ(Jχ,f,γ0) pour tout ǫ > 0
o πχ est (le germe en 0 de) la projection intgrale. Soit h = f − fma+
0
. On a
Jχ,h,γ0 ⊂ Jχ,f,γ0 . Comme f, h ∈ QRH
1,q
cvg, la remarque IIIA1[Mo] donne
(xn(f)Iχ,h(0) ⊂ π
∗
χ(Jχ,f,γ0)
et donc
(xn(f)+ma
+
0
+ǫ)Iχ,h(0) ⊂ Iχ,f
ma
+
0
(0)
Par consquent, il existe L ∈ N et Hj ∈ SB1,|q| tels que
xn(f)+ma
+
0
+ǫh =
L∑
j=1
Hjχ
jfma+
0
En germifiant cette galit en tout point m du bord, voisin de 0, on obtient
(xn(f)+ma
+
0
+ǫ)Iχ,h(m) ⊂ Iχ,f
ma
+
0
(m)
et par la de´finition de l’ide´al χ-transverse le long de γm, on a ma
+(χ, f)m ≤
ma+0 . 
8Soit p ∈ N et soient (x, ρ, α = (µ, ν)) des coordonnes analytiques locales sur
((R+∗)k+p × Rq1 × Rq2 , 0). Soit χ une de´rivation d’Hilbert, de dimension de non
trivialite´ k − 1, et dont les inte´grales premie`res non triviales sont
gj(x, ρ, α) = x
rj
j (1 +Dj(xj , ρ, α))− xj+1 j = 1, . . . , k − 1
avec rj = 1 + µj et Dj ∈ QRH1+p,q), Dj(0, ρ, α) ≡ 0. Si f ∈ QRHk+p,q, on dit
que le couple (χ, f) est un couple d’Hilbert de l’algbre QRHk+p,q. Ces com-
posantes sont les germes D1, . . . , Dk−1 et f . En cas d’ambiguit, les ”puissances”
rj et la dimension de non trivialit k − 1 seront prcises. Soit (χ, f) un couple
d’Hilbert convergent: ie. ses composantes appartiennent a` l’alge`bre convergente
QRHk+p,qcvg (x, ρ, α). On suppose que la dimension de non-trivialit du couple (χ, f)
est k − 1, et que les coordonnes ρ sont des intgrales premires de χ. Dans ce cas,
on peut prendre p = 0 pour simplifier, quitte remplacer l’algbre QRHk+p,qcvg (x, ρ, α)
par une autre algbre convergente QRHk,q
′
cvg (x, α
′) (en utilisant les fonctions lmen-
taires dans les coordonnes ρ (cf. IA[Mo]). On suppose que ce couple est ralis sur
un ouvert U ∈ ((R+∗)k+p × Rq1 × Rq2 , 0), continu sur U .
Soit (π,N ) le premier e´clatement de χ de diviseur exceptionnel D = D(0) (cf.
IVA[Mo]), et soit (χ˜, f˜) le releve´ de (χ, f). Dans les coordonne´es (ρ, α, u) au dessus
de D, le champ releve´ s’e´crit
χ˜ = ρ
∂
∂ρ
−
k−1∑
j=1
sj(µ)uj
∂
∂uj
avec sj(0) = 1 et f˜a ∈ QRH1,.cvg(ρ, .) pour tout a ∈ D. On de´duit facilement du
lemme 2.1.1
De´finition et Lemme 2.1.2. La multiplicite´ alge´brique du couple d’Hilbert (χ, f)
en chaque point m = (0, 0, νm) ∈ B′k,0 = {(x, µ) = 0} ∩ U , est la multiplicite´
alge´brique positive ma+(χ˜a0 , f˜a0)am au point am = (0, 0, νm, 0) ∈ D. On la note
ma(χ, f)m. L’application m ∈ B′k,0 7→ ma(χ, f)m est semi-continue supe´rieurement.
Soient t un re´el> 0 et ψµ une famille analytique de diffe´omorphismes de (R
q2 , 0).
Une transformation semi-diagonale de parame`tres (t, ψ) ( et de puissances
rj et de taille k), est un morphisme Tt,ψ : (x
′, µ, ν′) ∈ ((R+∗)k × Rq1 × Rq2 , 0) 7→
(x, µ, ν) ∈ ((R+∗)k × Rq1 × Rq2 , 0) avec
x1 = tx
′
1, xj = t
r1×···×rj−1x′j pour j = 2, . . . , k et ν = ψµ(ν
′)
Ces transformations forment un groupe pour la composition: Tt,ψ◦Tt′,ψ′ = Ttt′,ψ◦ψ′ .
Ce groupe agit sur l’espace des couples d’Hilbert a` composantes dans l’alge`bre
QRHk,qcvg (et mme dans l’alge`bre QRH
k,q), de puissances rj et de dimension de
non-trivialit k − 1.
Lemme 2.1.3. La multiplicite´ alge´brique du couple (χ, f) sur B′k,0 est invariante
par le groupe des transformations semi-diagonales.
9Preuve. Appliquons le premier e´clatement au couple (χ, f) et a` son image (χ′, f ′)
par Tt,ψ: t
sχ′ = (T−1t,ψ )∗χ pour une certaine puissance s, et f
′ = T ∗t,ψ(f). Soit
T˜t,ψ le releve´ de Tt,ψ au dessus des singularite´s principales sur D et D′, et soient
(ρ, µ, ν, u) et (ρ′, µ, ν′, u′) les coordonne´es au dessus de D et D′. En utilisant les
intgrales premires non triviales de χ et χ′, dans ce premier clatement, on vrifie
facilement que
ρ = tρ′ ν = ψµ(ν
′) et u = u′
Le morphisme T˜t,ψ induit donc un isomorphisme T˜
∗
t,ψ entre les anneaux QRH
1,q(ρ,
α, u) et QRH1,q(ρ′, α′, u′) qui pre´serve les degre´s des blocs ·-homoge`nes et donc la
multiplicite´ alge´brique. 
Remarque 2.1.1. Soit maintenant Bk,0 = {
∏k
j=1 xj = 0, µ = 0} ∩ U . Soit m ∈
Bk,0 \B′k,0, d’aprs le procd de dsingularisation de la drivation d’Hilbert (IVA[Mo]),
le germe en m du couple (χ, f) est analytiquement conjugue´ a` un couple
d’Hilbert qu’on note (χm, fm), et qui est a` composantes dans une alge`breQRHk
′,q′
cvg
avec k′ < k. On de´finit alors la multiplicite´ alge´brique du couple (χ, f) en m par
ma(χ, f)m = ma(χm, fm)m. De plus, d’aprs ce mme procd, sim 6= 0 et b = π−1(m),
alors les couples (χm, fm) et (χ˜b, f˜b) sont conjugue´es par une transformation semi-
diagonale Tρ′,ψ. La ge´ne´ralisation du lemme 2.1.1 est
Lemme 2.1.4. L’application m ∈ Bk,0 7→ ma(χ, f)m est localement majore´e.
Preuve. Par induction sur k. Le lemme 2.1.1 implique le cas k = 1. Soit k > 1,
prouvons le lemme au point m = 0 par exemple. Soit a ∈ ∂D, le couple releve´
(χ˜a, f˜a) est un couple d’Hilbert, a` composantes dans une alge`bre QRHk
′+1,q′
cvg avec
1 ≤ k′ < k (k′ − 1 tant sa dimension de non-trivialit). Soit Bk′,0(a) ⊂ N le germe
en a de l’intersection du bord ∂N avec le sous-ensemble {µ = 0}. Soit b ∈ Bk′,0(a)\
(∂D, a) et soit m = π(b) ∈ Bk,0 \ B′k, 0. D’apre`s la remarque 2.1.1, le germe en
b du couple (χ˜a, f˜a) est analytiquement conjugu au couple d’Hilbert (χ˜b, f˜b). De
plus, les couples (χm, fm) et (χ˜b, f˜b) sont conjugue´es par une transformation semi-
diagonale Tρ′,ψ. Par le lemme 2.1.3, elles ont la meˆme multiplicite´ algbrique en m
et en b. Par l’hypothe`se de re´currence, cette multiplicite´ algbrique est localement
majore´e en a, et par la compacite´ de ∂D et la surjectivit de π, elle est majore´e sur
un voisinage de 0 dans Bk,0 \B
′
k,0. Le lemme 2.1.2 permet de finir la preuve. 
Je ne sais pas si cette application est semi-continue supe´rieurement. Pour cela,
il faut savoir comparer la multiplicite´ algbrique principale ma(χ, f)0 et les mul-
tiplicite´s algbriques secondaires ma(χ˜a, f˜a)a sur le bord ∂D. Une gnralisation
de la notion de multiplicit algbrique, qui convient notre contexte, est la suiv-
ante: soit m ∈ B′k,0, on dfinit, par rcurrence sur k, la multiplicit algbrique
gnralise du couple (χ, f) en m, qu’on note mag(χ, f)m: pour k = 1, on pose
mag(χ, f)m = ma(χ, f)m, et pour k > 1, on pose
mag(χ, f)m = max{sup{mag(χ˜a, f˜a)a; a ∈ ∂D(0, νm)}, ma(χ, f)m}
Pour m ∈ Bk,0 \B′k,0, on pose mag(χ, f)m = mag(χm, fm)m.
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Lemme 2.1.5. La multiplicit algbrique ge´ne´ralise´e est finie et est invariante dans
les transformations semi-diagonales. L’application m ∈ Bk,0 7→ mag(χ, f)m est
semi-continue supe´rieurement.
Preuve. Par une rcurrence sur k. Le cas k = 1 dcoule du lemme 2.1.1 (pour la semi-
continuit suprieure et la finitude), et du lemme 2.1.3 (pour l’invariance par les trans-
formations semi-diagonales) . Soit k > 1, faisons la preuve en m = 0 par exemple.
Reprenons la transformation Tt,ψ du lemme 2.1.3, en utilisant l’expression du mor-
phisme π, on ve´rifie aise´ment que sur le bord de D, cette transformation se rele`ve en
une transformation semi-diagonale T1,ψt avec ψt,µ′(ν
′, X(ρ′0, µ
′)) = (ν,X(ρ0, µ
′)),
ou` X(.) sont les fonctions e´le´mentaires des alge`bres locales QRH.,. correspondantes.
Donc, par l’hypothse de rcurrence, la multiplicit algbrique gnralise est invariante
par les transformations semi-diagonales.
Reprenons les notations de la preuve du lemme 2.1.4. Par l’hypothse de rcur-
rence, la multiplicit algbrique gnralise est finie sur Bk′,0(a), et y est semi-continue
suprieurement. Par la compacit de ∂D(0), elle est finie et semi-continue suprieure-
ment sur ∂N ∩ {µ = 0} (germifi le long de ∂D(0)). Donc, par son invariance par
les transformations semi-diagonales, elle est finie et semi-continue suprieurement en
m = 0.

La ge´ne´ralisation de cette notion de multiplicite´ algbrique aux points m tels
que µm 6= 0 est d’inte´reˆt the´orique certain mais n’est d’aucune utilite´ dans notre
contexte. En fait, cette multiplicite´ algbrique est lie´e aux blocs χ˜m-homoge`nes de la
se´rie de f˜m, et ces blocs de´pendent e´troitement des valeurs µm par l’interme´diaire
des valeurs propres des ope´rateurs d’Euler associe´s a` la drivation χ˜m.
(b) Couples d’Hilbert r-alge´brisables et voisinages universels.
Soit (χ, f) un couple d’Hilbert a` composantes D1, . . . , Dk−1, f dans l’alge`bre
QRHk+p,q(x, ρ, α). Soient gj = x
rj
j (1 +Dj)− xj+1, j = 1, . . . , k − 1, les inte´grales
premie`res non triviales de χ. On appelle partie principale de χ, qu’on note
χpr, la de´rivation d’Hilbert dont les inte´grales premie`res non triviales sont gj,pr =
x
rj
j − xj+1, j = 1, . . . , k − 1.
Soient Xj(xj , µ) = (xj , z(xj, µ)) et X(x, µ) = (Xj(xj , µ))j=1,... ,k les fonctions
e´le´mentaires de l’alge`bre QRHk+p,q dans les coordonne´es x. Le couple (χ, f) est
dit 0-alge´brisable de degre´ m0 ∈ N si les fonctions Dj (resp. f) sont alge´briques
en Xj (resp. X), de degre´ m0.
Soit (π,N ) le premier e´clatement de χ en 0 de diviseur exceptionnel D. Soit
a ∈ ∂D de codimension k′ < k dans D, et soient D′1, . . . , D
′
k′−1, f
′ les composantes
du couple d’Hilbert releve´ (χ˜a, f˜a). Soient (x
′ = (x′1, . . . , x
′
k′), ρ
′, α′) les coor-
donne´es locales sur le germe (N , a) et soient X ′j(x
′
j , µ
′) et X ′(x′, µ′) les fonctions
e´le´mentaires, dans les coordonne´es x′, de l’alge`bre locale en a QRHk
′+p+1,q′ . Soit
m ∈ N, on de´finit une application EP0,a,m (Eclatement puis Perturbation) de
l’ensemble des couples d’Hilbert de l’alge`bre QRHk+p,q dans l’ensemble des couples
d’Hilbert de l’alge`bre QRHk
′+p+1,q′m , de la fac¸on suivante: soient D”1, . . . , D”k′−1
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(resp. f”) des polynoˆmes en X ′j (resp. X
′), de degre´ m, et a` coefficients uni-
versels dans un voisinage de 0. On note
EP0,a,m(χ, f)0 = (X , F )a
le couple d’Hilbert de composantes D′1 +D”1, . . . , D
′
k′−1 +D”k′−1 et f
′ + f”; les
de´rivations χ˜a et X ayant les meˆmes parties principales, et q
′
m = q
′ + (0, q′2,m),
o q′2,m est le nombre des coefficients universels dans les polynmes D”j et f”. Si
k′ = 1, les fonctions D′j et D”j sont nulles. Ces applications envoient bien suˆr une
alge`bre convergente sur une alge`bre convergente.
Soient r,m0, . . . ,mr,mr+1 ∈ N. Supposons de´finis les couples d’Hilbert r-
alge´brisables de degre´ (m0, . . . ,mr). Un couple d’Hilbert (χ, f)a est dit (r +
1)-alge´brisable de degre´ (m0, . . . ,mr,mr+1) s’il existe un couple (χ
′, f ′)a′ r-
alge´brisable de degre´ (m0, . . . ,mr) telle que
(χ, f)a = EPa′,a,mr+1(χ
′, f ′)a′
Autrement dit, on obtient le couple (χ, f)a en clatant le couple (χ
′, f ′) en a′, puis
en perturbant le germe en a de son clat, par des fonctions ”algbriques” de degr
mr+1.
(b1) Construction de la collection universelle de couples r-alge´brisables.
Soit (χ0, f0) un couple d’Hilbert dont les composantes D1, . . . , Dk−1, f0 sont des
e´le´ments de QRHk,q=(q1,q2). D’apre`s la de´singularisation de la de´rivation d’Hilbert
(cf. IVA, [Mo]), le diviseur exceptionnel de la de´singularisation comple`te de χ0
(k − 1 e´clatements) est identique a` celui de la de´singularisation comple`te de la
de´rivation principale associe´e. Les strates de ce diviseur total (qui est compact et
qu’on notera D dans la suite), sont des semi-alge´briques dont le nombre et la
complexite´ ne de´pendent que de l’entier k. Par exemple, la premire de ces strates
D1,k(0) (celle de plus grande dimension qui est k− 1), est l’image de la semi-sphre
(9) S+∗k (0, 1) = {y ∈ (R
+∗)k; y1 + · · · yk = 1}
par le morphisme Lk,0 : y ∈ S
+∗
k (0, 1) 7→ u ∈ R
k−1, avec uj = yj − yj+1. Les autres
strates Di,k(0) (pour i > 1), sont chacune identique une strate D1,k′(0) (k′ < k), ou
un produit de tels strates. Pour simplifier la prsentation dans la suite, on omettra
les indices k et (0), sauf en cas d’ambiguit.
On suppose que le couple (χ0, f0) est 0-alge´brisable de degre´ m0, a` coefficients
universels dans un voisinage de 0. Les proprie´te´s de finitude de ce couple
(χ0-re´gularite´ et χ0-finitude de f0 (cf. IB, [Mo])), ne de´pendent que des entiers k
(nombre de variables x), q1 (nombre de fonctions lmentaires dans les variables x)
et m0 (degr dans ces variables et dans ces fonctions): la rfrence la plus gnrale sur
ce sujet (et sur ce qui va suivre), est le travail de Khovanski [K], notament sur les
fonctions pfaffiennens dfinies sur des varits semi-pfaffiennes. Cependant, certains
travaux rcents d’Il’yashenko, Novikov et Yakovenko ([IY], [NY]), consacrs l’tude
de l’intgrale Ablienne, pourraient aider donner des estimations explicites des degrs
de rgularit et des indices de noethrianit.
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A partir de ce couple, nous allons construire sur D une collection universelle
de couples r-alge´brisables et une collection associe´e de voisinages uni-
versels (en ce sens qu’ils ne de´pendent que des entiers m0, k et q1), et au dessus de
laquelle on a des proprie´te´s de finitudes universelles pour les couples d’Hilbert
(χ, f) ”voisins” de (χ0, f0) (dans un sens qu’on pre´cisera).
Soit m1 un majorant de la multiplicite´ alge´brique ge´ne´ralise´emag(χ0, f0)0. Soit
(π1,N1) le premier e´clatement de χ0 en 0, de diviseur exceptionnel D1. Soit (χ1, f1)
la collection de couples d’Hilbert au dessus de ∂D1, qui sont 1-alge´brisables de degre´
(m0,m1), et qui sont construits comme suit: en tout point a ∈ ∂D1, on pose
(χ1, f1)a = EP0,a,m1(χ0, f0)0
Notons (χ˜0, f˜0) le releve´ du couple (χ0, f0) et (χ˜0, f˜0)a son germe en a ∈ D1. Soit
C1,ℓ,i une strate de ∂D1 de codimension ℓ ∈ {1, . . . , k − 1} dans D1 (l’indice i est
e´nume´ratif, et il est major par une fonction de k)). C’est un semi-algbrique de type
(9) (en remplaons k par k−ℓ). Le long de cette strate, la dimension de non trivialite´
de la de´rivation χ˜0 est ℓ − 1. Pour pouvoir construire des couples 2-alge´brisables
universels, on doit montrer que la multiplicite´ alge´brique ge´ne´ralise´e des couples
1-alge´brisables construits, est majore´e sur ∂D1. Ceci est hautement non trivial,
car ces couples ne se recollent pas force´ment d’une strate a` l’autre, et les seules
strates fermes sont les strates rduites un point.
Soit a ∈ ∂C1,ℓ,i ∩ C1,ℓ1,i1 (avec forcment ℓ1 > ℓ). Notons simplement Ca le germe
de C1,ℓ,i en a. Si b ∈ Ca, on sait que (cf. remarque 2.1.1), le germe en b du couple
d’Hilbert (χ˜0, f˜0)a est analytiquement conjugue´ au couple d’Hilbert (χ˜0, f˜0)b. Dans
la suite, on parlera indiffe´rement de l’un ou de l’autre dans les situations similaires.
Appliquons un premier e´clatement (π1,a,N1,a) au couple (χ˜0, f˜0)a, au point a, et
notons (χ˜0,1, f˜0,1) son releve´. Soit a1 ∈ π
−1
1,a(a)∩π
−1
1,a(Ca), et soit Ca1,a le germe en a1
de π−11,a(Ca). Par la remarque 2.1.1, en tout point b1 ∈ Ca1,a, le couple (χ˜0, f˜0)π1,a(b1)
est e´quivalent au germe en b1 du couple (χ˜0,1, f˜0,1)a1 par une transformation semi-
diagonale Tt1,ψ1 .
On re´pe`te ce proce´de´ en a0 = a au plus p = ℓ1− ℓ fois, applique´ aux singularite´s
aj de dimension de non trivialite´> ℓ. On construit ainsi un morphisme (πp,a,Np,a)
et un releve´ (χ˜0,p, f˜0,p) du couple (χ˜0, f˜0)a. Soit ap ∈ π−1p,a(a)∩π
−1
p,a(Ca) et soit Cap,a
le germe en ap de π
−1
p,a(Ca). Soit bp ∈ Cap,a et b = πp,a(bp). Le couple (χ˜0, f˜0)b
est e´quivalent au germe en bp du couple (χ˜0,p, f˜0,p)ap par une transformation semi-
diagonale Ttp,ψp . De plus, le germe en tout point du couple (χ˜0,p, f˜0,p) est de
dimension de non trivialite´ ℓ−1. Construisons alors en ap un couple (χ1,ℓ,i, f1,ℓ,i)ap
au plus (p+ 1)-alge´brisable de degre´ (m0, 0, . . . , 0,m1), a` partir du couple (χ0, f0)
et de polynoˆmes universels perturbateurs Dj,ℓ,i et Fℓ,i, e´crits dans les coordonne´es
locales en ap. Le point cle´ est que le couple (χ1, f1)b est e´quivalent au germe en
bp du couple (χ1,ℓ,i, f1,ℓ,i)ap par une transformation semi-diagonale Ttp,ψ′p ou` ψ
′
p est
le compos de ψp et d’un automorphisme de l’espace des coefficients universels des
polynoˆmes Dj,ℓ,i et Fℓ,i.
En appliquant cette de´singularisation en tout point a du bord de la strate C1,ℓ,i,
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on construit une varie´te´ compact, connexe a` bord D1,ℓ,i (qui est une union de strates
de type (9), dont la complexit est majore par l’entier k, et dont la strate principale
D1,ℓ,i est isomorphe a` C1,ℓ,i), sur laquelle est de´fini un couple local (χ1,ℓ,i, f1,ℓ,i),
dont la classe d’e´quivalence (ou classe de recollement) est le groupe des transfor-
mations semi-diagonales. Par le lemme 2.1.5, la multiplicite´ alge´brique ge´ne´ralise´e
des couples (χ1, f1), est donc majore´e sur la strate C1,ℓ,i, et par consquent, elle est
majore sur ∂D1, par une fonction universelle dans les entiers m0,m1, k et q1.
Soitm2 un majorant de cette multiplicite´ algbrique gnralise sur ∂D1. Appliquons
un premier e´clatement (dont le germe en a est) (π2,N2)a aux couples (χ1, f1)a
en tout point a ∈ ∂D1 \ ∪C1,1,i. Soit D2 son diviseur exceptionnel (il n’est pas
forcment connexe). On construit alors une collection de couples d’Hilbert (χ2, f2)
au dessus de ∂D2, qui sont 2-alge´brisables de degre´ (m0,m1,m2): en tout point
a1 ∈ ∂D2 ∩ π
−1
2 (a), on pose
(χ2, f2)a1 = EPa,a1,m2(χ1, f1)a
On re´pe`te ce proce´de´ au plus (k− 1)-fois applique´ aux singularite´s de dimension
de non trivialite´> 0. Pour majorer la multiplicite´ alge´brique ge´ne´ralise´e a` une e´tape
d’ordre r, on plonge chaque strate Cr,ℓ,i dans la varie´te´ compacte correspondante
Dr,ℓ,i sur laquelle on construit un couple local (χr,ℓ,i, fr,ℓ,i) a` partir des couples
locaux (χr′,ℓ′,i′ , fr′,ℓ′,i′) sur les varie´te´s compactes ante´rieures Dr′,ℓ′,i′ .
(b2) Construction de la collection des voisinages universels.
Soit (χ0, f0) comme ci-dessus et m1, . . . ,mk−1 des majorants des multiplicite´s
alge´briques ge´ne´ralise´es successives. Soit ((χr , fr))r=1,... ,k−1 la collection des cou-
ples r-alge´brisables associe´e. Les diffe´rentes varie´te´s D, Dr et Dr,ℓ,i sont des en-
sembles semi-alge´briques dont la complexite´ ne de´pend que de l’entier k. En vue
d’obtenir des proprits de finitude universelles pour la collection ((χr, fr))r=0,... ,k−1,
on construira, dans la suite, des voisinages au-dessus de ces varie´te´s, en conside´rant
le parame`tre ν dans un voisinage de 0 dans l’espace de la collection des coefficients
universels des couples ((χr, fr))r=0,... ,k−1. La dimension de cet espace est uni-
verselle dans les entiers (mj), k et q1.
Plac¸ons-nous au dessus d’une varie´te´ Dr,ℓ,i. Soit Vr,ℓ,i(a) ⊂ Dr,ℓ,i un voisi-
nage choisi pour la multiplicite´ alge´brique ge´ne´ralise´e du couple (χr,ℓ,i, fr,ℓ,i)a:
autrement dit, cette multiplicite´ en tout point de Vr,ℓ,i(a) est majore´e par la mul-
tiplicit en a (cf. lemme 2.1.5). Les anneaux QRHcvg sont noethe´riens. D’apre`s
le lemme de cohe´rence IB3[Mo], l’indice de noethe´rianite´ des ide´aux de faisceaux
diffe´rentiels d’un anneau noethe´rien, est une fonction semi-continue supe´rieurement.
Choisissons un voisinage Wr,ℓ,i(a) au dessus de Vr,ℓ,i(a), dans lequel cet indice
est majore´ par celui de la fibre en a, et qu’on note Lr,ℓ,i(a). Soit Lr,ℓ,i((mj), k, q1)
son maximum sur Dr,ℓ,i (il est invariant par les transformations semi-diagonales!).
Et soit L((mj), k, q1) son maximum sur la collection des couples cdot-alge´brisables.
Appliquons un premier e´clatement (πa,Na) en a de diviseur exceptionnel Dr+1,a;
sa strate principale Dr+1,a est incluse dans une composante connexe de Dr+1, et
elle ne de´pend pas du point a (en tant que fibre d’une fbration triviale). Notons
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simplement (χ˜, f˜) le releve´ du couple (χr,ℓ,i, fr,ℓ,i)a au dessus de Dr+1,a. Soient
j1, j2 ∈ {0, . . . , Lr,ℓ,i(a)} et soient
(10) f±j1,j2 = (χ˜
j1 ± χ˜j2)f˜
Ce sont les fonctions (ou leurs germes) qui apparaissent dans la preuve du lemme de
finitude IB1[Mo]. Et il s’agit donc de montrer que le degre´ de la projection intgrale
πeχ restreinte a` la fibre nulle de f
±
j1,j2
, est majore´ au dessus de Dr+1,a. D’apre`s le
lemme d’extension IB2[Mo], l’alge`breQRH1,.cvg est χ˜-finie. Ce degre´ est donc majore´
au dessus de tout compact de Dr+1,a.
Malheureusement, ces fonctions f±j1,j2 ne se prolongent pas force´ment au bord
de Dr+1,a. Pour reme´dier a` cela, il vaut mieux remplacer la de´rivation χ˜ par
la de´rivation χr,ℓ,i (ce qui est tre`s convenant pour les estimations explicites), ou
simplement par la de´rivation Y donne´e par la proposition IVA1[Mo]
(Lℓ)∗Y = Fℓχ˜
le morphisme Lℓ et la fonction Fℓ ne de´pendent que de la de´rivation χr,ℓ,i. De
plus, la de´rivation Y et la fonction Fℓ admettent un prolongement au bord de la
semi-sphe`re S+∗ℓ (0, 1) = (Lℓ,0)
−1(Dr+1,a) (qui est du type (9)). Maintenant, les
fonctions
F±j1,j2 = F
2Lr,ℓ,i(a)
ℓ (f
±
j1,j2
◦ Lℓ)
admettent aussi un prolongement au bord de S+∗ℓ (0, 1), et leur degre´ dans la
projection πY majore le degre´ recherche´. Toujours d’apre`s le lemme d’extension
IB2[Mo], les alge`bres QRHcvg sont YA-finie pour tout A ∈ S
+∗
ℓ (0, 1). Notons
dr,ℓ,i(a) la somme de ces degre´s pour les fonctions f
±
j1,j2
, au dessus de Dr+1,a.
C’est une fonction semi-continue supe´rieurement sur Dr,ℓ,i. Choisissons un voisi-
nage Ur,ℓ,i(a) ⊂ Wr,ℓ,i(a) tel que ce nombre soit re´alise´ sur π
−1
a (Ur,ℓ,i(a)). Notons
dr,ℓ,i((mj), k, q1) le maximum de dr,ℓ,i(a) sur Dr,ℓ,i. Ainsi, la collection des voisi-
nages Ur,ℓ,i(a) est universelle dans les entiers (mj), k et q1.
(c) Preuve du thorme 2.1.
Pour viter un conflit de notations dans la suite, on notera (X , F ) au lieu du cou-
ple d’Hilbert (χ, f) du thorme 2.1. Pour allger le texte dans la suite, on entendra
par restriction approprie´e, toute restriction a` un sous-ensemble de W0 ou U0
ou a` leurs releve´s dans la de´singularisation de X . La preuve qui suit est base´e sur
les re´sultats de la partie IVB de [Mo]. Le couple (X , F ) satisfait l’hypothse (Hλ).
Par le thorme IVB1[Mo], il possde une multiplicit algbrique ma = ma(X , F )0.
Prenons m0 = ma + N0 + 2. Soit (χ0, f0) le couple 0-alge´brisable de degre´ m0,
a` composantes dans QRHk,(q1,.)(x, α′) (α′ = (µ, ν′), cf. ci-desous pour les vari-
ables ν′). Construisons une collection universelle ((χr, fr))r=1,... ,k−1 de couples
r-alge´brisables de degre´ (m0, . . . ,mr) avec
mr = sup
a∈∂Dr−1
{mag(χr−1, fr−1)a}+ 2
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Ainsi, les degre´s mr ne de´pendent que des entiers m0, k et q1. Les variables ν
′
tant donc dans l’espace de la collection des coefficients universels de ces couples
r-algbrisables. Notons
L′r,ℓ,i(m0, k, q1) = Lr,ℓ,i((mj), k, q1), L
′(m0, k, q1) = L((mj), k, q1)
d′r,ℓ,i(m0, k, q1) = dr,ℓ,i((mj), k, q1)
et notons toujours Ur,ℓ,i(a) les voisinages universels associs ces degrs. Montrons
que les proprie´te´s de finitude du couple (X , F ) ne de´pendent que de celles de cette
collection. Appliquons une transformation semi-diagonale Tt,id au couple (X , F )
et notons (Xt, Ft) son image. Soient λ′ = (λ′1, . . . , λ
′
k−1) les valeurs (coordonnes)
des intgrales premires non triviales de Xt. Soit γ l’orbite principale de X en 0, son
image γ′ = T−1t,id(γ) est l’orbite principale de Xt en 0. Soit σ (resp. σ
′ = T−1t,id(σ))
une transversale analytique γ (resp. γ′), de coordonnes (α, λ) (resp. (α, λ′)). La
restriction de Tt,id σ
′ s’crit
(α, λ) = Tt,id|σ′(α, λ
′) = (α, (tr1×···×rjλ′j))
Donc, le morphisme T ∗t,id|σ′ envoie l’idal Mλ ⊂ R{α, λ} sur l’idal Mλ′ ⊂ R{α, λ
′}.
Par le lemme de transfert IB6[Mo], le couple (Xt, Ft) satisfait l’hypothse (Hλ),
l’entier N0 tant prserv. Toujours par ce mme lemme, les indices de neothrianit de
ces couples, sont prservs. Et par le lemme 2.1.3, les couples (X , F ) et (Xt, Ft) ont
la meˆme multiplicit algbrique en 0. Ils ont donc les meˆmes proprie´te´s de finitude.
Et pour t suffisament petit, les coefficients des jets d’ordre m0 en X(x, µ) des com-
posantes de (Xt, Ft) sont re´alise´s sur le projet correspondant du voisinage universel
U0,k,1(0) (aprs bien sr identification des coordonnes x et x
′).
Ce qui suit utilise abondamment les arguments de la preuve du thorme IVB1
de [Mo]. Omettons provisoirement l’indice t. Soit (π,N ) le premier e´clatement du
couple (X , F ) de diviseur exceptionnel D1 et soit (X˜ , F˜ ) son releve´. Soient (ρ, α, u)
les coordonne´es sur N au dessus de D1 et soit a0 la singularite´ principale sur D1.
Notons G1 = j
N0
u (F˜a0) et G2 =
∑
n≤ma gn(G1) ou` gn(G1) est le bloc X˜a0 -homoge`ne
de degre´ n. Le germe F˜a0 est X˜a0 -e´quivalent au germe
G((X , F )(t)) = G2 + j
ma+N0+1
X(ρ,µ) (F˜a0 −G1)
qui est alge´brique en X de degre´≤m0. Soient (ρ′, α′, u′) les coordonne´es de l’e´clate´
de (χ0, f0) et soit a
′
0 sa singularite´ principale. Soit G(χ0, f0) le germe construit de
la meˆme fac¸on que G(X , F )(t)), a` partir du couple (χ0, f0). Ces deux fonctions
coincident par une identification des coordonne´es (ρ, u) et (ρ′, u′), sur une restric-
tion approprie´e. Quitte a` re´duire le voisinage U0,k,1(0), on peut supposer que les
invariants universels de G(χ0, f0) sont re´alise´s sur le releve´ en a
′
0 de U0,k,1(0). Soit
L0(N0,ma, k, q1) l’indice de noethe´rianite´ de l’ide´al diffe´rentiel Ieχ0,a′
0
,G(χ0,f0) et soit
d0(N0,ma, k, q1) =
∑
j1,j2≤L0
dπ
eχ
0,a′
0
|Z((eχ
j1
0,a′
0
±eχ
j2
0,a′
0
)G(χ0,f0))
Ainsi, sur une restriction approprie´e
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ind(I eXa0 , eFa0
) ≤ L0 et dπ eXa0 |Z( eFa0)
≤ L0d0
Soit g0 la fonction obtenue a` partir de f˜0 par identification des coordonne´es (ρ, u)
et (ρ′, u′). Au dessus d’une restriction approprie´e sur D1 \ {a0}, la fonction F˜ est
X˜ -e´quivalente a` g0. Ainsi, sur cette restriction
ind(I eX , eF ) ≤ L
′(m0, k, q1) et dπ eX|Z( eF ) ≤ L
′d′0,k,1(m0, k, q1)
Sur le bord de D1, on utilise l’argument de re´currence suivant: notons (Xr, Fr)
le de´singularise´ de (X , F )(t) sur ∂Dr a` une e´tape d’ordre r. Soit a un point d’une
restriction approprie´e sur ∂Dr, de coordonne´es (x, ρ, α), et soit a′ le point correspon-
dant dans l’e´clatement du couple universel (χr−1, fr−1), de coordonne´es (x
′, ρ′, α′).
Quitte a` re´duire (t, ρ), on peut supposer que la restriction approprie´e en a est
re´alise´e sur le voisinage universel Ur,ℓ,i(a
′). Soit (Xr, Fr)a le releve´ de (X , F ) et
soit γr ⊂ Dr l’orbite principale en a. Supposons que, apre`s identification des coor-
donne´es (x, ρ) et (x′, ρ′) (et sur une restriction approprie´e), on ait
(ir) il existe N0,r = (n0,r,j) tel que pour tout m ∈ γr, I(Xr,Fr)a(m) ⊃ (ρ
N0,r).
(iir) il existe N1,r = (n1,r,j) avec n1,r,j > n0,r,j tel que le couple (Xr , Fr)a soit
e´quivalent au couple (χ˜r−1, f˜r−1)a′ dans le quotient SB/(ρ
N1,r) (autrement
dit, les composantes de ces deux couples d’Hilbert, sont quivalentes dans ce
quotient).
Montrons qu’il en est de meˆme a` l’e´tape d’ordre r + 1. D’apre`s l’hypothe`se (iir)
et la construction des couples r-alge´brisables, les couples (Xr , Fr)a et (χr, fr)a′
sont e´quivalents dans le quotient SB/(ρN1,r)Mmrx sur une restriction approprie´e.
Appliquons un premier e´clatement aux couples (Xr , Fr)a et (χr, fr)a′ de diviseurs
exceptionnels Dr+1(a) et Dr+1(a′). Soient (ρ0, ρ, α, u) et (ρ′0, ρ
′, α′, u′) les coor-
donne´es des e´clate´s. Soit gr la fonction obtenue a` partir de f˜r par identification
des coordonne´es (ρ0, ρ, u) et (ρ
′
0, ρ
′, u′). Au dessus d’une restriction approprie´e sur
Dr+1(a), la fonction F˜r est X˜r-e´quivalente a` gr. Ainsi, sur cette restriction
ind(I eXr, eFr) ≤ L
′ et dπ eXr |Z( eFr) ≤ L
′d′r,ℓ,i(m0, k, q1)
Et d’apre`s le the´ore`me IVB1[Mo], et la construction des couples (r+1)-alge´brisables,
on a les hypothe`ses (ir+1) et (iir+1) avec
N0,r+1 = (mr − 1, N0,r), N1,r+1 = (mr, N1,r), N0,1 = m0 − 1 et N1,1 = m0
Soit (π,N ) la de´singularisation comple`te de (Xt, Ft), de diviseur exceptionnel D
et soit ∆ = π−1(U0) ∩ D. Pour finir la preuve du lemme, on choisit une valeur de
t > 0 sur un recouvrement fini au dessus de ∆, qui soit re´alise´ dans les voisinages
universels Ur,ℓ,i. On obtient alors
ind(IX ,F ) ≤ max{L0, L
′} et dπX|Z(F ) ≤ L0d0 + L
′
∑
r=0,... ,k−1
max
ℓ,i
{d′r,ℓ,i}

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2.2. Preuve du Lemme 2.
Soit (χ, f) le couple d’Hilbert associe´ au de´ploiement ων au voisinage du cycle
singulier Γk. On a k = q1 qui est aussi le nombre de singularite´s sur Γk; par le
the´ore`me de Bezout, il est majore´ par une fonction du degre´ d. La restriction W0
est un graphe analytique, donn par
W0 = {(µ(ν), ν, λ(ν); ν ∈ (R
(d+1)(d+2), 0)}
Or, l’ide´al χ-transverse de f le long de γ, et l’hypothse (Hλ) sont invariants dans
les changements de coordonne´es analytiques sur les transversales a` Γk (lemme de
transfert IB6[Mo]). Choisissons donc xj = t pour ǫ = 0. Toujours d’aprs ce lemme
de transfert, l’idal retriction Jχ,f,γ|W0 ⊂ R{ν} coincide avec l’idal ∂/∂x1-transverse
de p1,. − id (cf. (7)), le long de l’orbite {ν = 0}. En conjuguant (7) (8) par le
diffomorphisme x1 = t + O(ǫ) on obtient que cet idal coincide avec l’idal ∂/∂t-
transverse de p2,. − id le long de {ν = 0}. D’aprs l’hypothse (∗∗) et le lemme de
division II1[Mo], on a donc Jχ,f,γ|W0 = (ǫ). Or λ|ǫ=0 ≡ 0, par conse´quent N0 = 1.
Appliquons un premier e´clatement (π,N ) au couple (χ, f). Soit a0 la singularite´
principale de χ˜ = ρ∂/∂ρ −
∑
sjuj∂/∂uj. Comme rj|ǫ=0 ≡ 1, on a ρ = kt pour
ǫ = 0. Par conse´quent, en comparant les sries asymptotiques de f˜a0 et de p2,. − id,
on obtient que les multiplicite´s algbriques ma(χ, f)0 et ma(I(t), 0), coincident. 
Paralllement l’opration EP0,a,m, dfinissons l’opration PE0,a,m : (χ, f)0 7→
(χ′, f ′)a, qui consiste en une perturbation de degr m des composantes du couple
(χ, f), suivie d’un clatement. Notons C0 la classe des couples 0-algbrisables, com-
posantes dans les algbres QRHk,(q1,.)(x, µ, .), de dimension de non trivialit k−1, et
de puissances rj fixes. Si le couple (χ, f)0 ∈ C0 est de degr m0, on dit que le couple
image (χ′, f ′)a = PE0,a,m(χ, f)0 est 1’-algbrisable de degr (m0,m). Notons C0(q2)
la sous-classe des couples 0-algbrisables induits: leurs composantes appartiennent
l’algbre QRHk,(q1,q2)(x, µ, ν). Soit C1(m) = EP0,a,m(C0(q2)) (resp. C′1(m
′) =
PE0,a,m′(C0(q2))) la sous-classe des couples 1-algbrisables (resp. 1’-algbrisables)
induits: leurs composantes appartiennent une algbre QRHk
′,(q′1,q2,m)(y, µ′, ν′)
(resp. QRHk
′,q′1,q2,m′ )(y, µ′, ν”)). En vue de faciliter la recherche d’une estima-
tion explicite dans le thorme 2.1, il est utile de s’intresser la question suivante:
existe-il un entier m′ = m′(k, q1, q2,m), et un morphisme analytique (induction)
ψ(y, µ′, ν′) = (y, µ′, ν”(ν′)), tels que le diagramme suivant soit commutatif
C0(q2)
id
−−−−→ C0(q2)
PE0,a,m′
y
yEP0,a,m
C′1(m
′)
ψ∗
−−−−→ C1(m)
Si tel est le cas, les invariants de tout couple 1-algbrisable induit (X , F )a, sont
majors par ceux du couple 1’-algbrisable induit (χ′, f ′)a tel que
(X , F )a = ψ
∗(χ′, f ′)a
Or, ce dernier couple est l’clat d’un couple 0-algbrisable, dont les invariants peuvent
tre majors, en utilisant la thorie de Khovanski [K], et les ides dveloppes dans les
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travaux [IY], [NY].
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